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Klasyczna mechanika statystyczna

Funkcj¦ Wignera najlepiej mo»na zrozumie¢

zaczynaj¡c od klasycznej mechaniki statystycznej

W teorii tej stan ukªadu opisuje nieujemna funkcja

f(r, p, t) ≥ 0

wyznaczaj¡ca g¦sto±¢ prawdopobie«stwa

znalezienia cz¡stek wokóª punktu (r, p)



�rednie warto±ci wielko±ci �zycznych

Funkcja f(r, p, t) musi speªnia¢

warunek unormowania∫
d3r

∫
d3p f(r, p, t) = 1

Warto±¢ ±redni¡ wielko±ci A(r, p) okre±la caªka

⟨A⟩ =
∫
d3r

∫
d3pA(r, p)f(r, p, t)



Dwie g¦sto±ci prawdopodobie«stwa

Z funkcji f(r, p, t) mo»emy skonstruowa¢ dwie

odr¦bne g¦sto±ci prawdopodobie«stwa

G¦sto±¢ prawdopodobie«stwa w poªo»eniach

ρ(r, t) =

∫
d3p f(r, p, t)

oraz g¦sto±¢ prawdopodobie«stwa w p¦dach

ρ̃(p, t) =

∫
d3r f(r, p, t)



Ewolucja czasowa rozkªadu

prawdopodobie«stwa

W najprostszym przypadku, gdy cz¡stki poruszaj¡ si¦

zgodnie z prawami dynamiki Newtona

pod wpªywem zewn¦trznej siªy F (r)

to funkcja f(r, p, t) speªnia równanie ewolucji postaci

∂tf(r, p, t) +

[
1

m
p·∇r + F (r)·∇p

]
f(r, p, t) = 0

wynikaj¡ce z zasady zachowania prawdopodobie«stwa



Opis stanu w mechanice kwantowej

Mechanika kwantowa jest równie» teori¡ statystyczn¡

W teorii tej stan opisuje funkcja falowa ψ(r, t)

Równowa»ny opis daje te» transformata Fouriera

ψ̃(p, t) =

∫
d3r

(2πh̄)3/2
e−ip·r/h̄ψ(r, t)

Obie te funkcje maj¡ interpretacj¦ probabilistyczn¡



G¦sto±ci prawdopodobie«stwa

w mechanice kwantowej

Z dwóch funkcji otrzymujemy dwie g¦sto±ci:

G¦sto±¢ prawdodobie«stwa w przestrzeni poªo»e«

ρ(r, t) = |ψ(r, t)|2

oraz g¦sto±¢ prawdodobie«stwa w przestrzeni p¦dów

ρ̃(p, t) = |ψ̃(p, t)|2



Funkcja Wignera

Czy istnieje jedna funkcja W (r,p, t)

która tak jak w klasycznej mechanice statystycznej

daje po wycaªkowaniu obie kwantowe g¦sto±ci?

Tak! Jest to funkcja Wignera dana wzorami

W (r,p, t)=

∫
d3ξ

(2πh̄)3
ψ(r − ξ

2
, t)eip·ξ/h̄ψ∗(r +

ξ

2
, t)

=

∫
d3η

(2πh̄)3
ψ̃(p− η

2
, t)e−ir·η/h̄ψ̃∗(p+

η

2
, t)



Zasada nieoznaczono±ci

Dokªadny odpowiednik klasycznej funkcji rozkªadu

w teorii kwantowej nie mo»e istnie¢

ze wzgl¦du na zasad¦ nieoznaczono±ci

Funkcja Wignera mo»e jednak sªu»y¢ jako namiastka

klasycznej funkcji rozkªadu poniewa»

speªnia kilka podstawowych warunków



�Klasyczne� wªasno±ci funkcji Wignera

Funkcja Wignera ma sporo wªasno±ci wspólnych z

klasyczn¡ g¦sto±ci¡ prawdopodobie«stwa f(r,p, t)

1.W (r,p, t) jest unormowana do jedno±ci

2. Dwie kwantowe g¦sto±ci maj¡ �klasyczn¡� posta¢

ρ(r, t)=
∫
d3pW (r,p, t) i ρ̃(p, t)=

∫
d3rW (r,p, t)

3. �rednie warto±ci te» maj¡ tak¡ posta¢

⟨A⟩ =
∫
d3r

∫
d3pA(r, p)W (r, p, t)



W(r,p, t) ̸= f(r,p, t)

Funkcji Wignera nie mo»na uto»samia¢ z f(r,p, t)

gdy» przyjmuje ona na ogóª warto±ci ujemne!

Stan podstawowy Stan wzbudzony



Równanie ewolucji dla funkcji Wignera

Kwantowe wªasno±ci s¡ widoczne wyra¹nie

w równaniu ewolucji

∂tW (r, p, t) =

[
1

m
p·∇r − V (r)

←−∇r ·
−→∇p

]
W (r, p, t)+

V (r)

[
h̄2

24
(
←−∇r ·
−→∇p)

3 − h̄4

1920
(
←−∇r ·
−→∇p)

5 + . . .

]
W (r, p, t)



Oscylator harmoniczny o temperaturze T

Funkcja Wignera doskonale nadaje si¦

do opisu stanów mieszanych

Wa»nym stanem mieszanym jest stan

ukªadu kwantowego w równowadze z otoczeniem

Funkcja Wignera jest sum¡ z wagami e−En/kbT

Dla oscylatora harmonicznego otrzymujemy

W T =
tanh

(
h̄ω

2kBT

)
exp

[
−2 tanh

(
h̄ω

2kBT

)
H(x,p)

h̄ω

]
πh̄



Stan podstawowy i granica klasyczna

Stan podstawowy otrzymujemy dla T = 0

W0(x, p) =
exp

[
−2 H(x,p)

h̄ω

]
πh̄

Granica klasyczna to oczywi±cie h̄→ 0

Wcl(x, p) =
exp

[
− H(x,p)

kBT

]
2πkBT/ω



Pole elektromagnetyczne=Zbiór oscylatorów

W T
EM = exp [− 2NT

EM ]

NT
EM =

1

4πh̄c

∫∫∫
d3r

∫∫∫
d3r′

×
ϵ0E(r )·E(r ′) + B(r )·B(r ′)/µ0

ℓQ|r − r ′| sinh(π|r − r ′|/ℓQ)

Kwantowa dªugo±¢ termiczna

ℓQ = h̄c
kBT

= 2.3× 10−3m/T [kelvin]



Pole grawitacyjne=Zbiór oscylatorów

W T
G = exp [− 2NT

G]

NT
G(R) = −

∫∫∫
d3r

∫
d3r′fG(|r − r ′|)

×
∑∑∑
ij

(Eij(r )Eij(r
′) +Bij(r )Bij(r

′))

Eij = Ri0j0 and Bij =
1
2
ϵiklR

kl
j0



Energia pola grawitacyjnego

W granicy T →∞ otrzymujemy wzór Boltzmanna

Energia pola grawitacyjnego dana jest wzorem

EG =
c4

32π2G

∫∫∫
d3r

∫∫∫
d3r′

×
∑∑∑
ij

Eij(r )Eij(r
′) + Bij(r )Bij(r

′)

|r − r ′|


